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Tout savoir sur : La fonction Gamma

+ 0o

Soit I' la fonction réelle définie par I'(x) = f t* e tdt
0

1. Déterminer '’ensemble de définition deT.

Pour x un réel fixé, on pose la fonction f(t) = t*~le~t = e(x~Dinte=t Cette

fonction est alors continue et positive sur |0, +oo[.

1

—— en effet e 0=1.

e Auvoisinage de 0,ona f(t) ~

dt . .
Tix est convergente si1 et seulement si

Or d’apres la régle des équivalents, I'intégrale | 01
1-x<1liex>0.

- 1o 1 : .
Ainsi, on en déduit que fo f(t)dt converge si et seulement si x > 0.

t— +oo

e Auvoisinage de +oo, lim t2 f(t) = lim t?t*le”t = lim t**le t =0,
t— 400 t— +oo
d’apres les croissances comparées.

Alorsil existe A > 0,telquet > A = f(t) < iz, d’apreés la définition d’'une limite.
t

Alors la convergence de fA+°° % implique par majoration, la convergence de f1+oo f(t)dt.

Ainsi, la fonction x —» TI'(x) est définie sur R

2. Démontrer que Vx € R}, I'(x + 1) = xI'(x) .




Pour € > 0,A > eetx € ]g A[, posons une intégration par parties,

u(t)=et=2u'(t) = —et

v'(t) = t* 1 s v() = ~

X
_et¥
X

Ainsi, f: t* le~tdt = [e7t—]4 + if: t¥e~tdt

. ¢ t¥ . ¢ t¥ . L
Or lim e == lim e %= =0, de plus toutes les intégrales convergent.
e->07 x A— 400 x

Alors T'(x) = ir(x +1).

Vx € R} I'(x + 1) = x['(x)

3. En déduire I'expression de I'(n) pour n € N*

OnposevVn € N*, H, : "T(m) =(n—1)!"
e Pourn=1T(1) = f0+°° e~ tdt
Soit A > 0, f: e~tdt = [—e t)i=—e4 +1.

Or, lim —e™ = 0 par croissances comparées.
A—->+o0

Donc,T'(1) =1 = (1 — 1)! = 0!, H,est vraie.

e Soitn > 1 tel que H, soitvraie,
'm+1)=nlT(n) =n*x(Mn-—1)!dapres H,

D'ou,l'(n + 1) = n! D’ou H,,;, vraie.

vn € N, T'(n) = (n—1)!




