Correction par
‘\émua,
PREPA

1) ¢ VP,0ER,[X].VAER, ®AP+Q) = ((AP+0)(x)),(AP + 0)(x),....(AP + 0)(x,))

= A(P(x)),P(x),.... P(x,)) +(Q(x,),0(x)),....Q(x,))
= AD(P) + D(Q).
@ est linéaire de R, [X ] dans R"™"'.

* Soit PER,[X]. ®(P)=0,,. < (P(x,),P(x)....P(x,))=(0,0....,0)
< P(x,)=P(x)=..=P(x,)=0.
Comme PERH[X] et que x,,X, ,X, ,.....,x,sont n+1 réels distincts ,ona ®(P)= ORM < P= OR’[X]. .
On en déduit que Ker(®) = {OR [X]} et donc que @ est injective .

Comme dimR, [X ] = dimR"' (=n+1), ®est aussi surjective . Finalement ® est bijective .

CCL : L’application linéaire ® est un isomorphisme de Rn[X ] sur R"".

2) Soit jE[[O,nH LX) =(x,xnx,) (€,,€,,....¢,,,) désigne la base cannonique de R™" .
(1) (X) oxy ax™)
1 x, x° - x,"
1 x x12 ------ X"
D’ou ( matrice de Vandermonde )
mat (®)=|1

(1,X X2 X" )€y ey venyiy)

n n n /(€155 5nepi1)

3)a) deg(L;,)=n donc L,ER,[X] . Soit 4 ,...4, ER . Z/lej=oR”[x] =VxER D AL (x) =0
j=0 j=0

Pour x=x, (0=i=<n), onobtient Z/lj L(x)=4L(x;)=0etdonc 4 =0 .
. ; [ S

=0 osmi -1

Finalement Z/lej =Ogx)=A==4,=0.
j=0

(L,,L,,...,L,)est donc une famille libre a n+1 €éléments de R, [X] .
Comme dimRn[X]=n+1, | (L,.L,....L )estune base de R | X ]|

b) Soit jE[[0.n]].|®(L)) = (L;(%).L;(x),er L;(x,)) = (0,0,....0, 1 .0....0) = ¢, | autrement dit

. ieme
Jj+l

limagede la base (L,L,,....L,) de R [X] par ® est la base canonique (e, e, ,...,¢,,,)de R"".

On retrouve que

1’application linéaire ® est un isomorphisme de R [ X | sur R"™"' |
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